Arbres et discontinuité

1 Introduction



2 Lesarbres

2.1 Définition a base de graphes
211 Graphes

Un graphe est donné par un couple (X, T") ou X est un ensemble et
[ une application de X dansP(X).

Tout éément = de X est un sommet du graphe (ou noeud).

['(z) est I'ensemble des successeurs ou des fils ou des descendants
immediats de z.

Deux sommets z et y qui sont tels que y appartient a'(z) forment
unarc; z estl’originedel’arc, y en est |’ extr émité.



[™(z) est I’ensemble des descendants de « : il comprend z, les fils
de z, lesfilsdesfilsde x, etc. :

(i) x € I'(x)
((Dyel(x)etzelM™(y) = 2z € ()



2.1.2 Chaines, cycles

Une chaine est constituée par unesite (zy, s, . . . , x4, T4+1) desom-
mets du graphe vérifiant:

Vi<q x; € U(x;1)0uz;nq € I'(x))
z1 €t x4 sont alorsles deux extrémités de la chaine.
Un cycleest constituée par une chaine dont les deux extrémités coincident.
Un graphe est connexe si et seulement si pour tout x et pour tout y de

X (x ety étant distincts) il existe une chaine admettant pour extrémités
x ely.



2.1.3 Graphesétiquetés

Dans un graphe, tous les sommets sont diff érents. On peut affecter
des étiquettes, prises dans un ensemble E, aux sommets.

Un graphe est a ce moment-la défini par (X, 1", L) ou L est une ap-
plication de X dans|’ensemble F.

Les arcs peuvent aussi étre étiquetes.



2.1.4 Premiéredéfinition desarbres

Un arbre est un graphe connexe et sans cycles.

Attention, cette définition n’est pas celle que I’ on prend en général
en linguistique (ou en informatique): elle ne suppose pas |’ existence
d’ une racine unique.

2.15 Deuxieme défintion

Unearborescenceest unarbre A = (X, I') qui comporte un sommet
a tel quetout sommet =z € X est un descendant de a.
Ce sont les arborescences que I’ on appelle généralement arbres.



2.1.6 Définitions et propriétés

Etant donné un arbre A = (X, I'), I'(z) est |I’ensemble des fils du
sommet x.

Un sommet est le successeur (ou le fils) au maximum d’un autre
sommet.

Il N’y aqu’ un sommet qui N’ est fils d’ aucun autre sommet: laracine
del’ arbre.

Une feuille est un sommet qui n"aaucun fils.

Sy € I'*(x), ondit que = dominey.



2.1.7 Arbresordonnés

A = (X, 0) est un arbre ordonné a condition que § soit une appli-
cation de X dans X * telle que, pour tout z, S §(x) = z125 . .. x), tOUS
les x; sont différentset s A(x) est I’ ensemble compose de tous les z;,
aors (X, A) vérifieles propriétés des arborescences.

On peut définir sur un arbreordonné A = (X, §) un ordrede précédence
(ordre strict partiel), de la mani ere suivante:
(i)si6(x) =x12a... 2, €ti < j @lOrsz; precede z;
(i) sl u précede v, u domine = et v domine y, aors z précede y

L’ ensemble des feuilles d' un arbre ordonné est totalement ordonné
par larelation de précédence. On peut par conséquent ecrire:

feuilles(A) = z129. .. 2y



2.2 Définition alternative des arbres ordonnés étiquetées (Wall, 1972)

Un arbre est un quadruplet A = (X, L, D, P) ou X est un en-
semble, L une application de X dans un ensemble C'at, D est une
relation d’ ordre partiel sur X (relation de domination) et P est une
relation d ordre strict partiel sur X (relation de pécédence). Il faut
gue les trois conditions suivantes (racine unique, exclusivité et non-
croisement) soient verifiées:

(Ydx e XVye X (z,y) € D
(i) Vr,y € X (x,y) € Pou(y,z) € P< (x,y) ¢ Det(y,x)¢ D

(i) Vw,z,y,z € X
(w,zy € Pet(w,y) e Det(x,z) € D= (y,z) € P



2.2.1 Représentation d’un énoncé par un arbre

On considere un ensemble T, I’ ensemble des formes lexicales, et
on suppose gu’ il existe une application:

cat : W — P(Cat)
ou C'at est un ensemble de catégories.
Soit A unarbretel que feuilles(A) = 2129 . .. z, € SOItwiws . .. w, €
W* un énoncé. Cet énoncé serareprésenté par I’ arbre A si et seulement

S
Vie{l,...,n} L(z) € cat(w;)
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2.3 Arbreset grammaires

2.3.1 Définition des grammairesindépendantes du contexte

Une grammaireindépendante du contexte (ou “ context free”, ou CF)
est décrite par un 4-uple G = (Vp, Viy, S, R) ou Vi est un vocabulaire
terminal (ou alphabet), Vy est un vocabulaire auxiliaire (ou vocabu-
laire non terminal) digjoint de V7, S est un éément particulier de Vy,
appelé axiome de la grammaire, et R est un ensemble de regles (de
réecriture) qui ont laforme suivante;

A—p
A étant un élément de Vy et 5 étant un éément de (Vy U Vp)*.

Dansuneregletelleque A — 3, A est lapartie gauche et 3 est la
partie droite.
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2.3.2 Décomposition d’un arbreen arbreséémentaires

Etant donné un arbre ordonné étiqueté (X, 4, L), pour chague som-
met x € X qui n’est pas une feuille, on définit I’ arbre éémentaire de
racinex Alz] = {X,,d,, L,} ou:

X, ={z} UA(z)

0z (x) = 0(x)

Vy € A(x) 5:v(y) =&
Vy € Xu L.(y) = L(y)
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2.3.3 Arbreséémentaires et reglesde grammaires

On considere a présent des arbres dont les sommets sont étiquetées
par desvaleurs prisesdans Vy U V7.

Etant donnée une grammaire CF G = (Vp, Vy, S, R), ondiraqu’un
arbre éémentaire Alx] = {X,,d,, L.} tel que é(z) = x;...x, est
compatible avec lagrammaire s et seulement s

L(z) — L(xy) ... L(z,)
est uneregle de lagrammaire.
Ondiraqu’ unarbre A est compatible avec lagrammaire, ouqu’il est
admissible relativement a la grammaire, si et seulement si, pour tous

les sommets = qui ne sont pas des feuilles, A[x] est compatible avec la
grammaire.
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2.4 Lesreprésentations en machine desarbres

24.1 Représentation par destableaux a deux dimensions

1°/ Le tableau des fils de chagque sommet.
2°/ Les relations de dominance et de précédence.

2.4.2 Représentation par letableau desfilsainés et le tableau des freres cadets
2.4.3 Représentation dans destableaux aux dimensions variables

2.4.4 Représentations dans les langages de manipulation de symboles

2.5 Arbreset structures parenthésees
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